TEMA 2

MAGNETOSTATICA EN MEDIOS MATERIALES

1. Expansion multipolar del potencial vector

Considérese un lazo de corriente como el que se muestra en la figura:
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Se denomina término monopolar al término que decae de la forma 1/ 7. Por otro lado, el

término que decae de la forma /77, recibe el nombre de término dipolar. Mientras que
el término cuadripolar vendra constituido por la parte de la expresion que decae de la

forma 1/7°



Puesto que se cumple que:

56 dl’ = (1.2)
C

no existen monopolos magnéticos en la naturaleza, i.e. VB =0.
Seguidamente, el término dipolar puede expresarse de la forma

A =1 K I ’ ’ 7 U 1 A 2 7r
Agip(T) = 47:7"2566 r’cosO@’-dl' = 47107"2£ #-7")-dl (1.3)

Esta integral puede ser reescrita de la forma
§ il =—ix§ dF (1.4)
c s

Por lo tanto se obtiene finalmente que
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donde 71 es el momento dipolar magnético:
=1 das=1s (1.6)
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siendo § el area del lazo.
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La induccion magnética viene dada por:
Baip() =V X Agip = % (2cos 7+ sen b ) (T) (1.7)

Es preciso en este punto centrar la atencidon del lector en las enormes similitudes que
presentan la expresion (1.7) y la expresion del campo E generado por un dipolo
eléctrico:
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dip

= %(2cos6’f+sen99)
dre,r

(V/m)

(1.8)

A continuacion, se muestra una tabla donde se ilustra como puede establecerse una

analogia entre los modelos tedricos que atafien al caso del dipolo eléctrico y al del dipolo

magnético.

Dipolo eléctrico

Dipolo magnético
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La siguiente figura representa las lineas de campo asociadas a un dipolo magnético:

(b) Dipolo magnético.
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Figura 2.1: Tenemos dos vistas de una espira cuadrada de corriente situada en el seno de un campo

magnético.

general es un par de fuerzas que girard la espira.

Vemos las fuerzas de Lorentz que sufre cada uno de los lados de la espira.

El resultado



Cuando un lazo rectangular de dimensiones a X b, por la que fluye una corriente /, se

=4 . 7 A
somete a un campo B externo que lleva la direccién Z como se muestra en la figura, las
fuerzas sobre los lados inclinados se cancelan (tienden a estirar el lazo, pero no lo rotan).

Las fuerzas sobre las caras horizontales son iguales y opuestas (la fuerza neta sobre el

lazo es nula) pero generan un par de fuerzas:
g ~
T =aFsenfx

siendo

F =1IbB

por lo que se tiene que

—

T =labBsen0x = mBsen0 X

donde m = Iab es el momento dipolar del lazo.

=mXxB

(1.9)

(1.10)

(1.11)

La ecuacion (1.11) representa el momento del par de fuerzas de cualquier distribucion de
corriente en la presencia de un campo B uniforme. Dicha ecuacion es idéntica en forma a

. , . . =
la del momento del par de fuerzas de un dipolo eléctrico en presencia de un campo E:

T=pxE

Al igual que en el caso eléctrico, el par de fuerzas tiende a orientar el momento dipolar

—_ . . .y . =
m en la misma direccion y sentido que el campo externo B

m

Dipolo magnético

Para el caso general de un lazo de corriente,
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Si analizamos el caso de una distribucién volumétrica de corriente, tenemos que

1l - jav' 3
— 1 - P
dm = Er’ X J(#)dv'

m = —.f 7 x J(#)dv'
I

2. Magnetizacion y densidades de corriente equivalentes

En ausencia de un campo B externo los dipolos
magnéticos de los atomos, debidos al movimiento
orbital de los electrones y a su movimiento de “espin”
en torno a su propio eje, tienen orientaciones
aleatorias (con excepcion de los imanes
permanentes), de manera que no hay momento
magnético neto. La aplicacion de un campo
magnético externo ocasiona tanto la alineacion de los
momentos magnéticos de “espin” como un momento
magnético inducido debido a un cambio en el

movimiento orbital de los electrones.

T“'

%2 </
//
J

<>E§(><jk,

NN \

&/k/ N\
NN

,TT

L
K

.

_‘_.

Y
/\/

Q

Para determinar el cambio cuantitativo en B ocasionado por la presencia de un material

magnético, se introduce el vector magnetizacion a través de la siguiente expresion:

n-Av
ﬁ/lk
M = lim +=L— (A/m)
Av—>0 AV

n — numero de atomos por unidad de volumen
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O O O O O O O Interpretacion intuitiva de la densidad
O O O O O O O superficial de corriente equivalente.




Interpretacion intuitiva de la densidad
volumétrica de corriente equivalente.

De forma anéloga al caso de los dieléctricos en presencia de un campo electrostatico, se

pueden definir la densidad superficial de corriente de magnetizaciéon y la densidad

volumétrica de corriente de magnetizacion a través de las siguientes expresiones:

Densidad superficial de carga de polarizacion:

Densidad superficial de corriente de magnetizacion:

Densidad volumétrica de carga de polarizacion:

Densidad volumétrica de corriente de magnetizacion:

p,=P-i (Cm’)
K =Mxh (A/m)
p, =-V-P (C/m’)

J,=VxM (A/m’)

De igual forma que para el caso de los dieléctricos tenemos que modificar el V X B

postulado:

VxE:,uo(j+jm):,uo(j+VxM)

L (vxB)=J+vxi

Hy (2.2)
V x (£ -M j =J
Hy
Podemos definir la intensidad de campo magnético H como
. B -
H=—-M (A/m) (2.3)
Hy

Por lo tanto, VV X H= f (funcion unicamente de la densidad de corriente libre)

Integrando ambos miembros de la expresion anterior sobre una superficie abierta § (y una

vez aplicado el teorema de Stokes),



IVxFI-d§=Ii-d§ (2.4)
se obtiene la ley circuital de Ampere tanto para medios magnéticos como no magnéticos:

#?ﬁ:z(m

(2.5)
c — contorno que limita s

[ — corriente libre a través de s

Forma general de la ley de Ampere que es independiente del medio magnético que existe
dentro del contorno de integracion.

3. Permeabilidad relativa y comportamiento de los materiales
magnéticos

Si las propiedades magnéticas del medio son lineales e isotropicas, la magnetizacion es

directamente proporcional a H:

M=y,H G.1)
%, - susceptibilidad magnética (sin dimensiones) '

Sustituyendo (3.1) en la expresion (2.3) para el campo H:

B = g (A M) = o (i, ) = o (1 2 ) = (2)

donde se ha definido la permeabilidad relativa del medio como la magnitud adimensional:

p=14 7, =+ (3.3)
Hy

y la permeabilidad absoluta del medio como:

K= toty  (H/m) (3.4)

U = iy (7); en el caso en el que el medio sea también homogéneo (1. h. i.) entonces yy,

y W, son constantes.

Para medios no lineales, el comportamiento es el mostrado en la siguiente figura:



Curva de primera imanacioén (1) y representacion de p frente a H (2) en un medio no lineal

e
i}

Fic. 9.18. El campo B en el punto P de un solenoide depende del material del

nicleo. El campo en P puede medirse por una espira cuyo voltaje inducido (cuando

se conecta I) es proporcional a B. Puede medirse también por la desviacién de una
brijula.



Caractericemos los materiales magnéticos en funcion del efecto que tienen sobre la
induccion magnética en un solenoide como el mostrado en la figura. Cuando no esta
presente ningiin material magnético dentro del solenoide, esto es, cuando el solenoide
unicamente esté rellenado por aire, el campo en el punto P es Bo. Introduciendo varios
materiales en el nucleo, se podra observar como By pasara a ser B. Podemos establecer
entonces una clasificacion de los diferentes materiales magnéticos, atendiendo al valor de

este campo B del siguiente modo:

. » . B

- Diamagnético, si =S 1
0
” . B

- Paramagnético, si 7 = 1
0
» . B

- Ferromagnético, si 7 1
0

Dividiendo B = uH entre By = poH se llega a:
B _u
—=—=U, (3.5)
B,

Por todo ello, de manera general, los materiales magnéticos pueden clasificarse en tres

grupos y esta clasificacion atendera a los valores que tome p,.:
Diamagnético: pu, <1 (X, n°®negativo muy pequefio)
Paramagnético: u, > 1 (X, n° positivo muy pequeio)
Ferromagnético: y,- > 1 (}, n°positivo muy grande)

Diamagnético Paramagnético Ferromagnético

M
L
s " —
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: M, !
+
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e e A
T s i - ]
= iy T, /.
Fig. 9.19. La imanucién M se representa en funcidn de 11 En la purte superier se
muestran las tres figuras para las tres clases de materiales (M, = imanacidn de
saturacién). Las figuras inferiores muestran la dependencia de la temperatura. La
susceptibilidad diamagnéticanegaliva X es aproximadamente independiente de la tem-
peratura. La temperatura de Curie 7. es a la cual los materiales ferromagnéticos
picrden su magnetismo. Por cncima de T. eslas substancias presentan parsmagne

tismo.

Los materiales paramagnéticos y ferromagnéticos son atraidos hacia los campos B,

mientras que los diamagnéticos se sienten repelidos. Es por ello que, consecuentemente,
puede hacerse levitar objetos diamagnéticos cuando se les aplica un campo B.
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Bismuto

Iman

Fic. 9.20. El bismuto, diamagnético, expele parcialmente un campo B de su in-

terior y es repelido por un campo magnético. PEr otro lado, el hierro congeptrad:ll

flujo y es atraido por campos magnéticos. Adviértase que .el campo magnético :

im4n no es uniforme; la parte del objeto més cerca del imdn estd en un camp
mas intenso.

El diamagnetismo se debe principalmente al movimiento orbital de los electrones en el
atomo mientras que el paramagnetismo se debe en gran medida a los momentos de
“espin”.

El ferromagnetismo puede explicarse en funcion de la existencia de dominios

magnetizados.

_ Dominio
magnetizado

I~ Pared de
dominio

Estos dominios contienen entre 10> y 10'® 4tomos y sus dimensiones varian desde las
micras a los milimetros y estan totalmente magnetizados como resultado del movimiento
de “espin” de los electrones, incluso en ausencia de un campo magnético aplicado. Entre
dominios adyacentes hay una region de transicion llamada pared de dominio. En un
estado no magnetizado, los momentos magnéticos de los dominios tienen direcciones
aleatorias y no se produce una magnetizacion neta. Cuando se aplica un campo externo
H , las paredes de aquellos dominios que tienen momentos magnéticos alineados con el

campo se mueven de manera que los volimenes de estos dominios crecen a expensas de
otros dominios, aumentando B. Los movimientos de las paredes de los dominios son

reversibles si el campo H aplicado es débil (P;). Sin embargo, si el campo aplicado es
mas fuerte, los movimientos de las paredes de los dominios ya no son reversibles y se
produce una orientacioén del dominio en la direccion del campo aplicado (P,). Si el campo

aplicado se reduce a cero, la relacion B-H no sigue la curva inicial, B disminuira a lo

10



largo de otra curva, lo que implica que hay un retardo en la inversion de los dominios.
Este efecto se conoce como histéresis.

B (Wb/mz)
H (A/m)
B, = uoM,

— campo residual 6 remanente
H, - campo coercitivo
Bs = po(H + My) = puoMg - campo de

saturacion

Si el campo aplicado es lo suficientemente fuerte, el movimiento de la pared de dominio
y la rotacion del mismo produciran una alineacion total de los momentos magnéticos con
respecto al campo aplicado. En este punto, se dice que el material ha llegado a la

saturacion (Ps).

La existencia de los imanes permanentes tiene su razon de ser en el hecho de que un

material ferromagnético pueda presentar este denominado campo residual o remanente.

Segun su aplicacion, los materiales ferromagnéticos se dividen en dos clases:

materiales magnéticos blandos y materiales magnéticos duros:

Los materiales magnéticos blandos se usan en generadores, motores y transformadores.
Estos deben presentar una magnetizaciéon muy grande como respuesta a un campo
aplicado muy pequefio. Por lo tanto, primordialmente, se hace necesario que estos
materiales cuenten con una curva de histéresis alta. Ademas de ello dicha curva debe de
ser estrecha con el fin de minimizar las pérdidas por histéresis (energia perdida en forma
de calor por unidad de volumen: Esta energia se debe a la friccion de las paredes de los
dominios durante su movimiento y rotacion y es igual al drea de la curva de histéresis) ya
que deben imanarse y desimanarse facilmente. Es importante tener presente que al aplicar
un H que varia periddicamente entre iﬁmax se recorre la curva de histéresis una vez por

ciclo.

Por otra parte, los materiales magnéticos duros vendrian representados por los buenos
imanes permanentes. Dichos imanes deben presentar gran resistencia a la

desmagnetizacion. Para ello estos materiales requieren un alto valor de campo coercitivo

H, y, por consiguiente, esto implica la aparicion de curvas de histéresis mas anchas.
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/7 [ Material duro

H,, blando << H¢, duro

Bs, blando = Bs, duro

), .

> Material blando

Los dominios magnetizados se desorganizan si elevamos la temperatura de un material
ferromagnético hasta un punto en el que la energia térmica excede la energia de
acoplamiento de los momentos dipolares magnéticos. Si elevamos la temperatura por
encima de la Temperatura de Curie (o temperatura critica) un material ferromagnético se

comporta como una sustancia paramagnética.

Las ferritas corresponden a otra clase de materiales magnéticos. Algunas ferritas son
compuestos cerdmicos con conductividades muy bajas lo que limita las pérdidas por
corrientes parasitas a alta frecuencia. Las ferritas son comunes en aplicaciones de alta
frecuencia (nucleos para antenas, transformadores,...). Las ferritas tienen una gran
aplicacion en el campo de la informatica, ya que estan presentes en dispositivos de

memoria de nucleo magnético y en discos magnéticos.

4. Condiciones de contorno para los vectores B, Hy M.

« . , . =2 = - .
Las condiciones en los limites para los vectores B, H y M se calculan considerando las
ecuaciones obtenidas en los apartados anteriores en la frontera que separa dos medios

materiales, tanto en el caso de que f =00 f # 0.

4.1. Medios homogéneos, lineales e isotropicos
En este caso las ecuaciones utilizadas son:

V'EzO; Vxﬁzj; B:,uﬁ 4.1)
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Aplicando la ecuacion V-B=0 a la caja
cilindrica, de altura 4, indicada en la figura, se

ii(B, —B,)=0 4.2)

deduce que

La ecuacion (4.2) expresa la continuidad de las

componentes normales de B en la frontera entre
dos medios.

La ecuacion constitutiva en cada medio es

Z§1 =,uf[l; EZ =,L121f]2 de donde — F[l =i;ﬁ2 _5 (4.4)
H My

Sustituyendo las relaciones anteriores en la expresion (4.2) obtenemos

ﬁ'(ﬂzﬁz _/ulﬁl)zo (4.5)

Si aplicamos la ecuacion V X H=] olo que es
igual, la circulacion sobre el circuito cerrado MNPQ
indicado en la figura, con NP—0 y MQO—0 y
suponiendo que en la superficie de separacion existe
una densidad de corriente superficial K, se llegaala
siguiente expresion:

iix(H,—H,)=K (4.6)

Sustituyendo las ecuaciones constitutivas de cada medio (4.4) en la expresion anterior se
obtiene:

ﬁx[&_ij =K (4.7)
H, K

Si particularizamos para el caso en el que K =0 sobre la superficie de separacion, las
expresiones anteriores se simplifican de la siguiente forma:

iix(H,—H,)=0 (4.8)

13



ﬁx[i_ilzo (4.9)
H,  H

La ecuacion (4.8) expresa la continuidad de las componentes tangenciales de H cuando

—

K =0, al igual de que la continuidad de las componentes normales de B son
independientes del tipo de medio que consideremos.

4.2. Medios materiales con imanacion M

En este caso siguen siendo validas las ecuaciones (4.2), (4.6) y (4.8). Para encontrar el
comportamiento de las componentes normales de H, debemos aplicar I/ - B=0aB=
o (17 +M ), de donde se deduce que V - H=-V-M, y utilizando una forma analoga de

calculo al caso de las componentes normales de B , obtenemos la siguiente ecuacion:
ﬁ‘(ﬁz _H)l) S _ﬁ'(ﬁz _Ml) (4.10)

Esta ecuacion muestra que las fuentes del campo H tienen su origen en la discontinuidad
de M.

El comportamiento de las componentes tangenciales de B en la frontera entre dos medios
se obtiene aplicando la expresion V' X B = o (f + fm) con las siguientes densidades de
corriente I?m =Mx# y Ken la frontera. Procediendo de forma analoga al caso de las
componentes tangenciales de H, obtenemos,

En el caso de que K= 0,

5. Circuitos magnéticos.

En la siguiente figura se muestra un circuito magnético simple y su circuito eléctrico
equivalente. El sistema consiste en un aro (toroide) ferromagnético con un arrollamiento
concentrado de N vueltas, donde el flujo magnético estd confinado en el interior del
toroide

14



Fic. 106. Circuito magnético consistente en un aro fenjomag.r}éti_co con un

arrollamiento concentrado. Adviértase que como el flujo esta c'gntmado en t,l in-

terior del toroide, no hay diferencia entre un arrollamiento umtorﬁmemente distri-

buido a lo largo del anillo o concentrado en un pequefio sector. Se muestra tam-
bién el circuito eléctrico equivalente.

Para el circuito eléctrico podemos escribir:

E-al
Resistencia R = L™ =Y = Je (5.1)

corriente 1 [¢]-dS

Un circuito magnético también implica una fuente que establezca un flujo en torno al
circuito magnético. A dicho flujo se opone la reluctancia, definida por:

_ fmm. _ F(=NI) _ $.Hd
T flujo ¢ [GBd

L~y

Reluctancia R (5.2)

%)

La ley de Kirchhoff, para cualquier circuito eléctrico cerrado, establece que la suma de
las variaciones de tension en las fuentes y en las resistencias es igual a 0:

Y V-YRI=0 (5.3)

De forma anéloga, para todo circuito magnético cerrado, podemos escribir:

Y NI-) R$=0 (5.4)

En todo nudo, al igual que tenemos Z I =0 para el circuito eléctrico, tendremos

> ¢=0 (5.5)
para el magnético.

Para el circuito magnético de la figura anterior, la reluctancia puede expresarse como:

15



R = &Hdl_ B 1 (5.6)

a causa de que el campo By la seccion recta 4 son uniformes. La longitud del camino /,
de manera general, es la longitud del camino que recorre la parte media del hierro. Las
dimensiones de £ son H/m, lo que da a la reluctancia R la dimension de H.

N1 F. =N
1] : F, =N 1,

(a) (b) (c)

Frc. 10.7. (a) Nucleo ferromagnético de permeabilidad p con dos ventanas. El
brazo central tiene una longitud [; y su seccion recta es As. (b) Circuito eléctrico
equivalente del magnético. (¢) Circuito magnético equivalente.

La figura 10.7 muestra un circuito mas complicado y su equivalente eléctrico. Si somos
capaces de encontrar las corrientes en el caso eléctrico, conoceremos los flujos
magnéticos en las ramas del circuito magnético. Por ejemplo, si se aplica la ley de
Kirchhoff a la “malla” superior del circuito magnético se tiene que

N111 = Hlll + Hll3 - Hzl3 (57)

s 5.8
#—A3¢z (5.8)

L 3

NiI; = Ry + Ry — Ry, = Efm +E¢1 -
Una aplicacion de los circuitos magnéticos es preservar a un sistema de flujo magnético.
Para ello, se debe rodear el sistema con un material que presente una muy alta
permeabilidad en comparacion con la del material del que estéa constituido dicho sistema.
De ese modo, mediante una geometria apropiada, las lineas de campo pasardn
fundamentalmente por el material de alta permeabilidad, aislando magnéticamente al
material interior, puesto que se veria liberado de lineas de campo.
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ANALOGIAS DE LAS MAGNITUDES DE LOS CIRCUITOS ELECTRICOS Y MAGNETICOS

Eléctrico Magnético Equivalencias
VXE=0 VxH=0 E—H
f.eem= E-dl f.m.m=§ﬁ-di f.em—>f.m.m

c c
J = oE B = uH o-u
v-J=0 V-B=0 -8B
1=ff-d§ $=|Bds 1> ¢
s s

Si tenemos un electroiman (ver figura) formado por
dos bobinas enrolladas alrededor de un nucleo de
hierro dulce (la permeabilidad casi se puede
considerar constante), hacemos un pequefio corte
transversal de longitud d en el nticleo y consideramos
que en el espacio entre las dos caras de dicho corte

tenemos que U = H,, podemos establecer, de acuerdo

con el teorema de Ampeére que
ﬁﬁ-ﬂzN]:HﬂL—@+4ud=%@rwﬂ+%d=NI (5.9)
0

donde B, es el campo presente en el espacio donde se ha realizado el corte y B ¢ es el

campo en el interior del nucleo. Por continuidad de B |y asumiendo que no hay pérdidas

de flujo magnético, i.e. que By = B, = B, entonces se obtiene que

UpoNI

 poL+d(u—po) 6.10)
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Circuito magnético con un iman permanente

El circuito magnético con iman permanente vendria representado por un sistema con
ranura e iman permanente, como muestra la siguiente figura

Al igual que en el caso del electroiman, sabiendo que B, = By = B y a partir de (5.9), se
obtiene

B B
Hf(L—d)+Had=;(L—d)+—d:0 (5.11)

Hy

De este modo,

B:—%(L—d)Hf, (5.12)

que definira una relacion lineal entre B y Hy denominada “recta de corte” con pendiente
negativa.

La recta de corte también puede ser expresada como

—d
Hy=——=8B 5.13
S 1, (L _ d) ( )
De este modo, la imanacion en el iman vendra dada por
B L B
M=—-H (5.14)

Ho f_L—d#o,

a partir de lo cual se puede concluir que ﬁf presenta un sentido contrario a B y M en el
iman.
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Si se interseca dicha recta de corte con la curva de histéresis (B en funcion de H), el
punto resultante (ilustrado como punto P en la figura) perteneceria al segundo cuadrante.
Consecuentemente, puede deducirse que el punto de trabajo de los imanes permanentes
esta siempre en el segundo cuadrante. Dicho punto depende del espesor de la ranura d, la
longitud L y la forma de la curva de imanacion. Entonces, a mayor valor de la remanencia
(B,) y cudnto mas grande sea la anchura del ciclo (i.e., mayor campo coercitivo H.), mas
elevado resultara el campo B que corresponde a dicho punto.

Por otro lado, cuando estamos ante L > d, la recta de corte presentara una pendiente
mucho mas grande y, consecuentemente el punto P se producird a valores altos de By
pequefios de Hy. Esta serfa la razon por la cual los imanes permanentes presentan forma

de herradura, ya que, de este modo, se generaria un valor grande de B en la ranura y un
campo H; pequefio (que tenderia a desimanar el material, ya que presenta un signo

contrario a la imanacion M).
Dicho todo lo anterior, la curva de desimanacién podria ilustrarse como

B
B,

P — funcion del espesor de la ranura d, la
longitud L y la forma de la curva de
imanacion.

H

Si en la ranura colocamos una chapa de material cuya permeabilidad u > pu,, segun la
ecuacion (5.12) aumentaria la pendiente, lo que supondria un aumento de la B y
disminucion del campo desimanador H.

Desimanacion

Si se desea desimanar un iman permanente, este proceso puede realizarse mediante
calentamiento o sacudiendo bruscamente al iman. Sin embargo, un método mas adecuado
se basa en desimanar o reducir el magnetismo remanente por aplicacion de un campo B
alterno que disminuya en amplitud. Dicho proceso de desimanacion se ilustra en la figura
siguiente, donde se puede observar como, tras la modificacion paulatina del campo al que
se somete un dispositivo a desimanar, este alcanzara un estado desimanado con B =0 a
causa de que la imanacion M se ha reducido a cero.
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Estado desimanado
con B=10

Un objeto que ha adquirido una imanacién permanente, puede desimanarse por
aplicacion de un campo magnético decreciente.
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